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З розвитком обчислювальної техніки і прогресом в області моделювання 

фізико-хімічних процесів особливої актуальності набувають способи 
підвищення точності алгоритмів і методів розрахунку математичних моделей.  

Дана робота присвячена проблемі Стефана, до якої зводяться задачі 
теплопереносу з фазовим переходом рідина - тверде тіло і дифузійного 
масопереносу з фазовими перетвореннями в твердому тілі (розпад твердих 
розчинів, нанесення дифузійних покриттів).  

В роботі розглядається новий чисельний метод розрахунку задачі Стефана 
в багатофазних системах, який ґрунтується на неявній різницевій схемі. Цей 
метод використовує апроксимацію градієнта дифузанта нелінійною функцією 
безпосередньо біля рухомих міжфазних границь. 

Раніше авторами пропонувався метод, заснований на використанні неявної 
різницевої схеми, що дозволяє визначити значення функції у новоствореному 
вузлі просторової сітки, без зміни часового кроку. Це метод “допоміжної сітки” 
[1]. Цей метод дозволяв розв’язати вищезгадані проблеми, але введення 
“допоміжної сітки” веде до значного ускладнення алгоритму розрахунку. 

У даній роботі запропоновано метод, який дозволяє значно поліпшити 
точність розрахунку, водночас не ускладнюючи алгоритм. 

Сутність розробки полягає у мінімізації похибки розрахунку градієнта 
концентрації поблизу рухомої міжфазної границі шляхом використання 
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нелінійної апроксимуючої функції. Це, в свою чергу, дозволить оптимізувати 
схему розрахунку, підвищити її точність та забезпечить можливість застосування 
такого алгоритму для розв’язання широкого кола задач, пов’язаних з 
багатофазною, багатовимірною структурою дифузійної області та широким 
спектром граничних умов на зовнішніх межах дифузійної системи. 

Основний матеріал. 
Процеси масопереносу в багатофазних дифузійних системах під час 

формування захисних дифузійних покриттів на металах, а також під час їх 
експлуатації за підвищених температур, у більшості випадків, є визначальними 
у формуванні та еволюції структури і складу фаз, що утворюються. Ці процеси 
впливають на геометрію включень та фазовий склад, формують 
концентраційний профіль дифузійної зони. Виявлення лімітуючого процесу, що 
визначає структуру захисного покриття, можливе за допомогою математичного 
моделювання дифузійної кінетики. Розробка чисельних методів розв’язання 
такого класу задач не втратила актуальності і в наш час. 

Для аналізу запропонованого методу розглянемо одновимірну задачу 
дифузійного насичення з поверхні матриці основи металу елементом, який може 
утворювати з металом основи різні інтерметалідні фази. 

Дифузія елемента насичення в матрицю основи металу за наявності кількох 
фаз описується системою диференціальних рівнянь другого порядку в частинних 
похідних на основі другого закону Фіка: 

∂Cq(x,t)

∂t
= ∂

∂x
�Dq�T, Cq�

∂Cq(x,t)

∂x
�  ,     (1) 

де q = 1, 2,…Q – номер фази, відлік починається від зовнішньої поверхні 
x=0. 

Початковий розподіл концентрації дифузанту в кожній q-тій фазі, граничні 
умови на зовнішній межі та в кінці дифузійної зони (L – довжина дифузійної 
зони) запишуться у такому вигляді: 

 Cq(x, 0) =  φq(x) , C1(0, t) =  φ1(t)  , CQ(L, t) =  φ2(t).   (2) 
Систему рівнянь (1)–(2) необхідно доповнити граничними умовами та 

рівнянням балансу маси на всіх внутрішніх рухомих границях: 
 Cq(x, t)|x=Гq(t)−0 =  Cq

q+1(t) , Cq+1(x, t)|x=Гq(t)+0 =  Cq+1
q (t),  (3) 

−Dq�T, Cq�
∂Cq
∂x

|x=Гq = −Dq+1�T, Cq+1�
∂Cq+1
∂x

|x=Гq +  �Cq
q+1(t) − Cq+1

q (t)�  dГq
dt

,  (4) 
де  Гq(t) – границя розмежування q-й і (q+1)–й фаз. 
Таким чином, система рівнянь (1) - (4) описує еволюцію структури та складу 

багатофазної дифузійної системи за наявності Q рухомих міжфазних границь. 
Більш детальний опис цієї математичної моделі наведено у роботі [2]. 

У дифузійній задачі Стефана положення рухомої границі розділу фаз 
визначається з рівняння балансу мас (4) для елементу дифузії на цій границі Гq. 
Так як потоки елементу дифузії задаються градієнтами його концентрації, то 
точність визначення концентрацій поблизу рухомої границі і точність різницевої 
апроксимації першої похідної впливають на точність визначення положення Гq 
міжфазної границі.  

Традиційна різницева апроксимація рівняння дифузії в регулярних вузлах 
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рівномірної сітки за неявною схемою для одно-, дво- та тривимірних задач 
проводиться з точністю порядку (h2,τ) [3], де h-просторовий крок сітки, τ -крок 
сітки за часом. У разі явного виділення границі розділу фаз [4-6].завжди існує 
приграничний вузол ip′, відстань від якого δ до рухомої границі менше кроку 
просторової сітки δ < h (рис.1). Тому апроксимація рівняння дифузії в цьому 
вузлу проводиться на нерівномірній сітці, що призводить до зниження точності 
до порядку (h,τ). 

Отже, чисельне рішення рівняння дифузії в межах однієї фази може давати 
найбільші помилки значень концентрацій елементу дифузії саме поблизу 
рухомої границі, що надалі вплине на точність визначення положення 
координати Гq  цієї границі.  

Як правило, різницева апроксимація градієнтів у рівнянні балансу (4) на 
рухомій границі проводиться за двоточковою схемою, що включає 
приграничний вузол і саму міжфазну границю. Точність такої апроксимації 
першої похідної виявляється порядку (h,τ), що узгоджується з точністю 
різницевої апроксимації рівняння дифузії в приграничному вузлі. 

Дослідженню можливостей підвищення точності визначення положення 
границі розділу фаз, які не призводили б до суттєвого ускладнення алгоритму 
розрахунку та швидкості його виконання, присвячена ця робота. 

Використання неявної схеми обчислення концентрації дифузійного 
елемента в межах однієї фази призводить до придушення будь-яких випадкових 
помилок, що виникають у процесі розрахунку, і не повинно призводити до 
накопичення помилки у приграничному вузлу. 

 
Рис. 1. Принципова схема залежності концентрації дифузійного елемента  

у фазах в околі рухомої міжфазної границі. 
 

Відомо, що реальний розподіл концентрацій дифузійного елемента в межах 
однієї фази є увігнутою безперервною функцією координат. Тому апроксимація 
першої похідної за двоточковою схемою завжди дає трохи завищене значення 
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градієнта (рис. 1) у фазі, що має більшу концентрацію дифузійного елемента і 
трохи занижує градієнт у фазі з меншої концентрації дифузійного елемента. 

Такі системні помилки обчислення градієнтів (рис. 1) призводять до 
збільшення швидкості 𝑉𝑉Г𝑞𝑞 руху границі 𝑉𝑉Г𝑞𝑞 =

𝑑𝑑Г𝑞𝑞
𝑑𝑑𝑑𝑑

 . 
Покажемо це. На рис.1 наведено принципову схему залежності концентрації 

дифузійного елемента у фазах в околі рухомої міжфазної границі. Тут αq , αq+1 - 
це аналітичні значення кутів нахилу дотичних на міжфазній границі в точках 
x=Гq-0 і x=Гq+0, відповідно. А α′q , α′q+1   - значення кутів нахилу відрізків на 
межфазной границі, які використовуються у процесі різницевої апроксимації 
градієнтів. 

Ясно, що завжди виконуватимуться нерівності: α′q > αq і α′q+1< αq+1 . Тобто 
в результаті різницевої апроксимації потік дифузійного елемента а до міжфазної 
границі буде завжди більшим за істинний. З тієї ж причини потік дифузійного 
елемента а від міжфазної границі завжди буде менше істинного, що і призведе 
до завищення швидкості руху границі розділу фаз. 

Згодом, коли реальний розподіл концентрації дифузійного елемента 
наближається до лінійного, помилки обчислення градієнтів зменшуються, а 
швидкість руху межі розділу фаз буде наближатися до аналітичного значення. 

Зменшення систематичної помилки апроксимації градієнта на міжфазній 
границі можливе двома способами: 

1) використанням нелінійних апроксимуючих функцій; 
2) підвищенням точності апроксимації градієнта за рахунок збільшення 

точок просторової сітки, які використовуються для апроксимації. 
Збільшення точок просторової сітки завжди пов’язано з значним 

збільшенням навантаження на схему розрахунків і, як наслідок, зростання часу 
чисельних розрахунків. 

Тому, в цій роботі, перевагу надали використанню нелінійних 
апроксимуючих функцій. 

Всі існуючі аналітичні рішення рівняння дифузії показують, що розподіл 
концентрації дифузійного елемента описується erf або erfc – функціями. 

В загальному випадку у будь-який момент часу такі функції можуть мати 
вигляд: y(x)=m-a erf(√𝑏𝑏 ∙x). Тут m, a, b - сталі. Знайдемо похідну від цієї функції 
в точці x = Гq - 0, тобто з лівої сторони границі Гq.: 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
Г𝑞𝑞−0

= −𝑎𝑎𝐿𝐿 ∙
2�𝑏𝑏𝐿𝐿
√𝜋𝜋

∙ exp (−𝑏𝑏𝐿𝐿𝑥𝑥2)       (5) 

Тут індекс L означає: left, - «з лівої сторони границі Гq».  
Враховуючи формулу кінцевих прирощень Лагранжа і, знаючи значення 

концентрації 𝐶𝐶𝑞𝑞𝑞𝑞+1дифузійного елемента (рис. 1) на рухомій границі Гq та в 
найближчих приграничних вузлах сітки ip та ip′, запишемо двоточкову різницеву  
апроксимацію градієнтів на відрізках (ip′- Гq) та (ip - ip′) для визначення 
невідомих констант aL та bL : 

 
𝐶𝐶𝑞𝑞
𝑞𝑞+1−𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖′
Г𝑞𝑞−𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖′

= 𝑎𝑎𝐿𝐿 ∙
2�𝑏𝑏𝐿𝐿
√𝜋𝜋

∙ exp (−𝑏𝑏𝐿𝐿𝑥𝑥12)       (6) 
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 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖′−𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖′−𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

= 𝑎𝑎𝐿𝐿 ∙
2�𝑏𝑏𝐿𝐿
√𝜋𝜋

∙ exp (−𝑏𝑏𝐿𝐿𝑥𝑥22)       (7) 

Тут x1 і x2 - деякі точки, що знаходяться всередині відрізків Г𝑞𝑞 − 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖′ і 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖′ − 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖, 
відповідно. Якщо врахувати що функція розподілу концентрацій у межах однієї 
фази є монотонною  гладкою функцією, то можна припустити, що точки x1 і x2 
знаходяться приблизно в середині відповідних інтервалів і для них справедливі 
наступні співвідношення: 

𝑥𝑥1 = Г𝑞𝑞+𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖′
2

    𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖′+𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
2

         (8) 
Вирішуючи систему рівнянь (5 - 8) щодо aL і bL, отримуємо вираз: 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�
Г𝑞𝑞−0

=
𝐶𝐶𝑞𝑞
𝑞𝑞+1−𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖′
Г𝑞𝑞−𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖′

∙ exp �𝑏𝑏𝐿𝐿 ��
Г𝑞𝑞+𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖′

2
�
2
− Г𝑞𝑞2��    (9) 

Вираз (9) являє собою значення лінійної апроксимації першої похідної 
ліворуч від міжфазної границі, помножене на експоненціальний множник, 
показник якого завжди негативний. 

Таким чином, завищення значення першої похідної при її лінійній 
апроксимації буде компенсовано множенням на експоненціальний множник, 
значення якого завжди менше одиниці і завищення першої похідної буде 
зменшуватися, наближаючись до істинного. 

Зробивши аналогічні розміркування, можна отримати також лінійної 
апроксимації першої похідної праворуч від міжфазної границі. 

Розрахунки показують, що експоненціальний множник, в цьому випадку, 
буде більше одиниці і занижене значення першої похідної збільшуватиметься, 
наближаючись до істинного. 

Для визначення дієвості і точності запропонованого методу було проведено 
порівняння чисельного розрахунку і аналітичного рішення для класичної 
двофазної задачі Стефана. Зрозуміло, що найяскравішим індикатором точності 
розрахунків є динаміка руху міжфазної границі. 

 
Рис.2. Графік залежності від часу різниці розрахункового 
та аналітичного значень координати границі розділу фаз 

 
Результати чисельних розрахунків Г1 координати міжфазної границі дуже 
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мало відрізняються від аналітичного рішення ГА. А відносна похибка не 
перевищує εmax = 0,14% порівняно з аналітикою. На будь-якому графіку вони 
майже не будуть розрізнятися. 

Тому для аналізу зміни похибки при розрахунках на рис.2 наведений графік 
залежності від часу різниці розрахункового та аналітичного значень координати 
границі розділу фаз (ΔГ1=Г1 - ГА). 

Величина абсолютної похибки незначна. Наприклад, для часу t = 463 кроків 
складає ΔГ1 = 0,006789. А відносна похибка взагалі не перевищує 0,026%.  

Але розрахунок з використанням нелінійної інтерполяції erf-функціями 
вимагає додаткових розрахунків на кожному кроці за часом, хоч є більш 
точнішим, порівняно з іншими методами, запропонованими раніше. 

У початковий момент абсолютна похибка ΔГ1 декілька разів змінюює знак 
(рис. 2). Це свідчить про те, що схема проявляє умови абсолютно стійкої схеми і 
точність розрахунку градієнтів запропонованим способом має такий самий 
порядок точності, що і розрахунки поля концентрацій, а саме (h2, τ ). 

З часом абсолютна похибка трохи збільшується. Вона сягає максимуму на 
приблизно ~ 1000 кроку за часом, а далі монотонно поступово зменшується. Це 
підтверджує усунення системної помилки при обчисленні градієнтів 
концентрацій на рухомій границі розділу фаз, коли градієнт концентрацій стає 
значно пологим з часом. А саме, ми бачимо що відносна похибка в момент часу, 
який відповідає 2387 кроку складає лише 0,013%. Тобто, мінімізація системної 
помилки з часом, що виникає при рішенні задачі Стефана чисельними методами 
з явним виділенням границі фаз підвищує точність розрахунку в 𝑛𝑛 = 𝜀𝜀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜀𝜀
= 10,6 

рази. 
 

Список використаних джерел 
1. Kulikov S.I., Nesterenko A.I., Nesterenko N.G. “The solution of the two-
dimensional Stefan problem in a multiply connected domain”, Zh. Vychisl. Mat. Mat. 
Fiz., 33:3 (1993), p. 404–416. http://mi.mathnet.ru/eng/zvmmf/v33/i3/p404 
2. Нестеренко М.Г., Нестеренко О.І., Сахно О.І.  Спрощення методів 
чисельного моделювання задачі Стефана з явним виділенням границь розділу 
фаз. Вісник Харківського національного університету імені В.Н. Каразіна Серія 
«Математичне моделювання. Інформаційні технології. Автоматизовані системи 
управління», 2022, т. 52. С. 71-81. https://doi.org/10.26565/2304-6201-2022-52-08 
3. Тихонов А.Н., Самарський А.А. Уравнения математической физики. М.: 
Издательство Московского университета, Серия: Классический 
университетский учебник, 2013, 798с. https://bigenc.ru/b/uravneniia-
matematicheskoi-f-ef3900 
4. Pandelaers I., Verhaeghe F., Wollands P., Blanpain B. An amplicit conserva-tive 
scheme for coupled heat and mass transfer problem with multiple moving interfaces. 
Int. J. of Heat and Mass Transfer. 2011. Vol. 54. No. 5-6. P 1039-1045.  
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2010.11.033 
5. Mazhorova, O.S., Popov, Y.P. & Shcheritsa, O.V. Conservative scheme for the 
thermodiffusion Stefan problem. Diff Equat 49, 869–882 (2013).  

http://mi.mathnet.ru/eng/zvmmf/v33/i3/p404
https://doi.org/10.26565/2304-6201-2022-52-08
https://bigenc.ru/b/uravneniia-matematicheskoi-f-ef3900
https://bigenc.ru/b/uravneniia-matematicheskoi-f-ef3900
https://doi.org/10.1016/j.ijheatmasstransfer.2010.11.033


Global Trends in Science, Technology, and Economy 
 

272 

https://doi.org/10.1134/S0012266113070094. 
6. Gusev A.O., Shcheritsa O.V., Mazhorova O.S. Two equivalent finite  volume 
schemes  for Stefan problem on  boundary fitted-grids front tracking  and front  fixing 
techniques. Differential quations. 2021. Vol. 57. No. 7. P. 876-890. 
DOI: 10.1134/s0012266121070053 

 
 

КОМП'ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ 
ЛУЖНОГО ЕЛЕКТРОЛІЗУ ВОДИ 

 
Ковальов Сергій 

здобувач вищої освіти 
 Кудрявцев Ігор 
доцент, к.ф.-м.н. 

Кафедра фізики нетрадиційних енерготехнологій та екології 
ННІ комп’ютерної фізики та енергетики 

ХНУ імені В.Н. Каразіна 
м. Харків, Україна 

 
Вступ.  
У сучасній енергетиці пріоритетним є перехід до відновлюваних джерел та 

екологічно чистих технологій. Зокрема, водень вважається перспективним 
енергоносієм завдяки своїм екологічним властивостям: при його використанні 
утворюється лише вода, що виключає викиди вуглекислого газу та інших 
продуктів згоряння вуглеводних палив. Це робить водень ключовим елементом 
глобальної стратегії декарбонізації. Особливу увагу приділяють його 
використанню для накопичення енергії, що дозволяє зберігати надлишки, 
вироблені відновлюваними джерелами або атомними електростанціями в нічний 
час, компенсуючи періодичність виробництва та забезпечуючи стабільне 
постачання при нерівномірному попиті. Водночас, однією з головних переваг 
водневої енергетики є її екологічність. Перехід на сонячно-водневу енергетику 
може зменшити викиди вуглекислого газу та уповільнити глобальні зміни 
клімату. 

В роботі розглядаються методи отримання водню, зокрема електроліз води, 
а також моделювання цих процесів в середовищі COMSOL для оцінки 
ефективності процесу. 

Лужний електролізер — це система, де розклад води на водень і кисень 
відбувається у присутності лужного електроліту (найчастіше, розчин KOH або 
NaOH). Процес електролізу вимагає подачі напруги для утворення електричного 
поля між анодом і катодом, де відбуваються відповідні електродні реакції. 
Основними параметрами, що впливають на швидкість і ефективність 
електролізу, є напруга, густина струму, температура розчину та концентрація 
електроліту.  

Наведемо основні хімічні рівняння лужного електролізу: 

https://doi.org/10.1134/S0012266113070094
http://doi.org/10.1134/s0012266121070053
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