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Чисельне моделювання процесів, що відбуваються в багатофазній дифузійній 

системі з рухомими межами фаз, стикається з низкою суттєвих труднощів, 

особливо це стосується аналітичних методів розв’язання. Аналітичні методи 

розв’язання задач з рухомими межами фаз існують, але обмежуються дуже 

вузьким класом – як правило, ідеалізованими граничними умовами та 

одномірною постановкою задачі [1, 2]. 

В результаті реакційної дифузії всі міжфазні границі рухаються. Це 

призводить до зміни областей розв’язання задачі в кожній фазі і є суттєвою 

перешкодою при отриманні як аналітичного, так і чисельного розв’язку. Такий 

клас задач об’єднаний в окремий розділ математичної фізики і носить назву 

«проблема Стефана». 

Найбільшу популярність при чисельному моделюванні задач Стефана 

здобули сіткові методи. Залежно від виду чисельної апроксимації просторових 

похідних, різницеві схеми можна поділити на два класи – явні різницеві схеми та 

неявні різницеві схеми [3]. 
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Прикладами використання явних різницевих схем для розв’язання задач 

тепло- та масопереносу можна вважати методи, запропоновані Кранком [4] та 

Ерліхом [5]. В них часова та просторова області розбивалися на кінцеве число 

рівних відрізків (x-t – область представляла собою сітку з n – часовими шарами 

та k – просторовими вузлами). 

Положення рухомої межі в будь-який момент часу знаходилося між двома 

регулярними вузлами просторової сітки. Закон руху межі розділу фаз та 

температурне (або концентраційне поле для дифузії) на новому часовому шарі 

визначалося розрахунковим шляхом з використанням різницевої апроксимації 

просторових та часових похідних першого і другого порядків в рівнянні 

теплопровідності (дифузії) та різницевої апроксимації балансу тепла (маси) на 

рухомій міжфазній границі. При цьому невідомі сіткові функції Тк (або Ск – для 

дифузії) та положення міжфазної границі Г(tn+1) на новому (n+1)-му часовому 

шарі входили тільки в апроксимацію часових похідних. 

Як показано в роботах А.А. Самарського з теорії різницевих схем [3], ця 

різницева схема є умовно стійкою. Тобто вона стійка лише для достатньо малих 

часових кроків і накладає досить жорсткі обмеження на кінетичні параметри 

системи (коефіцієнти теплопровідності, теплоємності для задач теплопереносу, 

або коефіцієнти дифузії – для масопереносу) через накопичення похибки під час 

обчислювального процесу. Цей недолік виявився настільки серйозним, що не 

дозволив застосовувати цей метод для розв’язання практично важливих задач. 

Найбільш прийнятними, в цьому сенсі, виявилися методи, засновані на 

неявній різницевій схемі. Як показано в тій же роботі [3], неявна різницева схема 

не накопичує систематичної похибки при обчисленнях, оскільки ця різницева 

схема є абсолютно стійкою при будь-яких значеннях часових і просторових 

кроків. Як зазначалося, вона дозволяє використовувати кінетичні коефіцієнти без 

будь-яких обмежень, що суттєво розширює сферу її застосування для 

розв’язання конкретних практичних задач. Також важливо, що вона придатна 

для розв’язання задач у випадках, коли сіткова функція може зазнавати розриву 

першого або другого роду на границі розподілу фаз. 

Основна складність у розв’язанні задач такого класу полягає в тому, що 

значення функції (для задач теплопровідності – це температура Tq(x,t), а для 

дифузії – концентрація Cq(x,t)) необхідно знаходити в змінній області визначення 

цієї функції, границі якої та закон їх зміни заздалегідь не визначені. 

Проблема полягає в тому, що при русі міжфазної границі в одній із сусідніх 

фаз зникає, а в іншій з’являється вузол просторової сітки, який раніше належав 

сусідній фазі. Це призводить до того, що сіткова функція стає невизначеною в 

цьому вузлі, оскільки не має історії в цій фазі на попередньому часовому шарі. 

Іншими словами, при русі міжфазної границі, в одній із сусідніх фаз зникає, а в 

іншій з’являється невизначений вузол просторової сітки, який раніше належав 

сусідній фазі. Така невизначеність сіткової функції через відсутність історії в цій 

фазі на попередньому часовому шарі призводить до того, що різницева 

апроксимація похідних, що включають цей вузол просторової сітки, без 

додаткових припущень, записана бути не може. 
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Ряд авторів запропонували способи усунення цієї складності. 

Як один із способів усунення невизначеності функції у новоствореному вузлі 

були запропоновані методи [6, 7], пов’язані зі згладжуванням сіткової функції 

поблизу рухомої межі. Інтервал згладжування обирався достатньо малим 

порівняно з характерними розмірами фаз. Метод був запропонований для 

розв’язання задач про плавлення та кристалізацію. Кінетичні коефіцієнти, що 

входять до рівнянь, розглядалися як параметри сіткової функції (у даному 

випадку, коефіцієнт теплопровідності був функцією температури). Таким чином, 

основна ідея групи подібних методів полягала в тому, що задача Стефана з 

рухомими межами фаз зводилася до задачі однофазної нестаціонарної 

теплопровідності з фіксованими зовнішніми границями. Очевидно, що функція 

розподілу температури, отримана в результаті розрахунків з використанням цих 

методів, буде неперервною в усій області визначення, принаймні, зі своєю 

першою похідною. Основна неточність розрахунків була найбільш помітна 

поблизу межі розділу фаз, де функція температури повинна зазнавати розрив 

другого роду. 

Для розрахунку задач дифузійного масопереносу ця методика взагалі 

неприйнятна, оскільки функція концентрації дифузанта в матриці основи зазнає 

розриву першого роду на межі розділу фаз. 

Друга група методів заснована на тому, що часовий або просторовий кроки 

обиралися таким чином, щоб межа розділу фаз на кожному наступному часовому 

шарі потрапляла у вузол просторової сітки. Це так звані методи “ловлі границі у 

вузол сітки”. Прикладами цих методів можуть бути роботи [8, 9]. Ці методи 

розвивалися за двома напрямками. 

У першому випадку фіксувався часовий крок, а просторовий крок змінювався 

так, щоб межа потрапила на новому часовому шарі у вузол сітки [8]. 

У другому випадку вводився зміний часовий крок. Він підбирався таким 

чином, щоб, залежно від кінетики руху межі, вона, так само як і в першому 

випадку, потрапляла у вузол сітки [9]. 

Слід зазначити, що наведені вище методи також мають ряд недоліків. По-

перше, це складність обчислювального процесу із застосуванням ітераційних 

процедур, які, у свою чергу, знижують точність розрахунку. По-друге, методика 

зовсім непридатна для багатофазної системи, оскільки неможливо підібрати 

такий часовий або просторовий крок, при якому всі рухомі межі багатофазної 

системи будуть одночасно потрапляти у вузли просторової сітки. 

Раніше авторами пропонувався метод, заснований на використанні неявної 

різницевої схеми, що дозволяє визначити значення функції у новоствореному 

вузлі просторової сітки без зміни часового кроку. Це метод “допоміжної сітки” 

[10]. Метод дозволяв розв’язати вище зазначені проблеми і міг бути 

застосований не тільки до багатофазної дифузійної системи, а також для 

розв’язання задачі у багатовимірній постановці. Але введення “допоміжної 

сітки” призводить до значного ускладнення алгоритму розрахунку. 

У даній роботі запропоновано метод, який дозволяє значно поліпшити 

точність розрахунку дифузійних потоків на рухомій межфазній границі, 
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водночас не ускладнюючи алгоритм. 

Новий чисельний метод розрахунку задачі Стефана в багатофазних системах 

також ґрунтується на неявній різницевій схемі. Цей метод використовує 

апроксимацію градієнта дифузанта нелінійною функцією безпосередньо біля 

рухомих міжфазних границь. В цій роботі наведено, що запропонований  метод 

сприяє мінімізації помилки розрахунку градієнта концентрації на рухомих 

міжфазних границях, на яких сіткова функція має розрив першого роду, що 

істотно спрощуює алгоритм чисельного рішення цієї задачі.  

Сутність розробки полягає у мінімізації похибки розрахунку градієнта 

концентрації поблизу рухомої міжфазної границі шляхом використання 

нелінійної апроксимуючої функції. Це, в свою чергу, дозволяє оптимізувати 

схему розрахунку, підвищує її точність та забезпечує можливість застосування 

такого алгоритму для розв’язання широкого кола задач, пов’язаних з 

багатофазною, багатовимірною структурою дифузійної області та широким 

спектром граничних умов на зовнішніх межах дифузійної системи. 

З точки зору математичного моделювання, основним процесом є процес 

об’ємної дифузії елемента насичення в метал основи у всіх шарах 

інтерметалідних фаз. Як правило, структура і склад шарів інтерметалідних фаз 

визначають весь комплекс фізико-хімічних властивостей як окремих ділянок 

покриття, так і всієї дифузійної системи в цілому. Знання концентраційного 

профілю і закону руху границь розділу фаз дозволяє формувати захисні покриття 

на металах із заздалегідь заданими властивостями.  

Розробка чисельних методів розв’язання такого класу задач не втратила 

актуальності і в наш час. 

Для аналізу розглянемо одновимірну (плоску) задачу для багатофазної 

дифузійної системи з рухомими границями фаз. Прикладом такої системи може 

служити процес дифузійного насичення поверхні матриці основи металу 

елементом насичення, який може утворювати різні інтерметалідні фази. 

Дифузія елемента насичення в матрицю основи металу за наявності кількох 

фаз описується системою диференціальних рівнянь другого порядку в частинних 

похідних на основі другого закону Фіка: 

 
∂Cq(x,t)

∂t
=

∂

∂x
(Dq(T, Cq)

∂Cq(x,t)

∂x
)  ,        (1) 

де q = 1, 2, … Q – номер фази, відлік починається від зовнішньої поверхні x=0; x, 

t – поточна координата та час; Cq(x, t) − концентраційний профіль в q-й фазі; 

Dq(T, Cq) − коефіцієнт дифузії в q-тій фазі (загалом, він залежить від концентрації 

дифузанта та температури); Т – температура диффузійної зони. 

Початковий розподіл концентрації дифузанту в кожній q-тій фазі може бути 

довільним і заданий функцією: 

   Cq(x, 0) =  φq(x) .                   (2) 

Граничні умови на зовнішній межі та в кінці дифузійної зони (L – довжина 

дифузійної зони) запишуться у такому вигляді: 

   C1(0, t) =  φ1(t) ,                   (3) 

   CQ(L, t) =  φ2(t).                   (4) 

Систему рівнянь (1)–(4) необхідно доповнити граничними умовами та 
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рівнянням балансу маси на всіх внутрішніх рухомих границях: 

 Cq(x, t)|x=Гq(t)−0 = Cq
q+1(t) ,  Cq+1(x, t)|x=Гq(t)+0 = Cq+1

q (t)               (5) 

−Dq(T, Cq)
∂Cq

∂x
|x=Гq

= −Dq+1(T, Cq+1)
∂Cq+1

∂x
|x=Гq

+ (Cq
q+1

(t) − Cq+1
q

(t)) 
dГq

dt
              (6) 

де Гq(t) – границя розмежування q-ої і (q+1)-ої фаз; Cq
q+1

(t) - концентрація в q-й 

фазі на границі з (q+1) -ою фазою. 

Таким чином, система рівнянь (1) - (6) описує еволюцію структури та складу 

багатофазної дифузійної системи за наявності Q кількості рухомих міжфазних 

границь.  

Більш детальний опис математичної моделі наведено у роботі авторів [11]. 

У дифузійній задачі Стефана положення рухомої границі розділу фаз 

визначається з рівняння балансу мас (6) для елементу дифузії на цій границі Гq. 

Потоки елементу дифузії задаються градієнтами його концентрації і 

коефіцієнтами дифузії в суміжних фазах. Точність визначення концентрацій 

поблизу рухомої границі і точність різницевої апроксимації першої похідної, що 

визначає градієнт, впливають на точність визначення положення Гq міжфазної 

границі.  

Традиційна різницева апроксимація рівняння дифузії в регулярних вузлах 

рівномірної сітки за неявною схемою для одно-, дво- та тривимірних задач 

проводиться з точністю порядку (h2,τ) [12], де h-просторовий крок сітки, τ -крок 

сітки за часом. У разі явного виділення границі розділу фаз [13-17].завжди існує 

приграничний вузол ip′, відстань від якого δ до рухомої границі менше кроку 

просторової сітки δ < h (рис.1). Тому апроксимація рівняння дифузії в цьому 

вузлі проводиться на нерівномірній сітці, що призводить до зниження точності 

до порядку (h,τ). 

Отже, чисельне рішення рівняння дифузії в межах однієї фази може давати 

найбільші помилки значень концентрацій елементу дифузії саме поблизу 

рухомої границі, що надалі вплине на точність визначення положення 

координати Гq цієї границі.  

В більшості робіт, присвячених чисельному моделюванню реакційної дифузії 

з явним виділенням границі розділу фаз, різницева апроксимація градієнтів у 

рівнянні балансу (6) на рухомій границі проводиться за двоточковою схемою, що 

включає приграничний вузол і саму міжфазну границю [11,18-19]. Точність такої 

апроксимації першої похідної виявляється порядку (h,τ), що узгоджується з 

точністю різницевої апроксимації рівняння дифузії в приграничному вузлі. 

Використання неявної схеми обчислення концентрації дифузійного елемента 

в межах однієї фази призводить до уникнення будь-яких випадкових помилок у 

процесі розрахунку і не буде призводити до накопичення помилки у 

приграничному вузлу. 

Відомо, що реальний розподіл концентрацій дифузійного елемента в межах 

однієї фази є увігнутою неперервною функцією координат. Тому апроксимація 

першої похідної за двоточковою схемою завжди дає трохи завищене значення 

градієнта (рис. 1) у фазі, що має більшу концентрацію дифузійного елемента і 

трохи занижує градієнт у фазі з меншою концентрацією дифузійного елемента. 

Такі системні помилки обчислення градієнтів призводять до збільшення 
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швидкості 𝑉Г𝑞
 руху границі  𝑉Г𝑞

=
𝑑Г𝑞

𝑑𝑡
; (Гq - координата міжфазної границі). 

 
Рис. 1. Відхилення значень градієнтів концентрації при точковій 

апроксимації від реальних. 

На рис.1 наведено принципову схему залежності концентрації дифузійного 

елемента у фазах в околі рухомої міжфазної границі. Тут αq , αq+1 - це аналітичні 

значення кутів нахилу дотичних на міжфазній границі в точках x=Гq-0 і x=Гq+0, 

відповідно; α′q , α′q+1   - значення кутів нахилу відрізків на межфазной границі, 

які використовуються у процесі різницевої апроксимації градієнтів. 

Зрозуміло, що завжди виконуватимуться нерівності: α′q > αq і α′q+1< αq+1 . 

Тобто в результаті різницевої апроксимації потік дифузійного елемента до 

міжфазної границі буде завжди більшим за істинний. З тієї ж причини потік 

дифузійного елемента від міжфазної границі завжди буде менше істинного, що і 

призведе до завищення швидкості руху границі розділу фаз. 

Зменшити систематичну помилку апроксимації градієнта на міжфазній 

границі можна двома способами: 

1) використанням нелінійних апроксимуючих функцій; 

2) підвищенням точності апроксимації градієнта за рахунок збільшення точок 

просторової сітки, які використовуються для апроксимації. 

Збільшення точок просторової сітки завжди пов’язано зі значним 

збільшенням навантаження на схему розрахунків і, як наслідок, зростанням часу 

чисельних розрахунків. 

Тому, з початку, розглянемо використання нелінійних апроксимуючих 

функцій. 

Всі існуючі аналітичні розв’язки рівняння дифузії показують, що розподіл 

концентрації дифузійного елемента описується erf або erfc - функціями, 

наприклад [2]: 

𝐶(𝑥, 𝑡) = 𝐶0 𝑒𝑟𝑓𝑐 (
𝑥

2√𝐷𝑞𝑡
) = 𝐶0 − 𝐶0 𝑒𝑟𝑓 (

𝑥

2√𝐷𝑞𝑡
), 𝐶𝑞(𝑥, 𝑡) =  𝐶𝑞

𝑞−1
− (𝐶𝑞

𝑞−1
− 𝐶𝑞

𝑞+1
) 

𝑒𝑟𝑓(
𝑥

2√𝐷𝑞𝑡
)−𝑒𝑟𝑓(

𝛽𝑞−1

√𝐷𝑞
)

𝑒𝑟𝑓(
𝛽𝑞

√𝐷𝑞
)−𝑒𝑟𝑓(

𝛽𝑞−1

√𝐷𝑞
)
  . 
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 В загальному випадку у будь-який момент часу такі функції можуть мати 

вигляд: y(x)=m-a erf(√𝑏 ∙x). Тут m, a, b - сталі. 

Знайдемо похідну від цієї функції в точці x = Гq - 0, тобто з лівої сторони 

границі Гq.  

Будемо мати:  
𝜕𝑦
𝜕𝑥

⌉
Г𝑞−0

= −𝑎𝐿 ∙
2√𝑏𝐿

√𝜋
∙ exp (−𝑏𝐿𝑥

2).                   (7) 

В рівнянні індекс L означає: on left, - «з лівої сторони границі Гq».  

Враховуючи формулу кінцевих приростів Лагранжа і, знаючи значення 

концентрації 𝐶𝑞
𝑞+1дифузійного елемента на рухомій границі Гq та в найближчих 

приграничних вузлах сітки ip та ip′, запишемо двоточкову різницеву 

апроксимацію градієнтів на відрізках (ip′- Гq) та (ip - ip′) для визначення 

невідомих констант aL та bL : 

 
𝐶𝑞

𝑞+1
−𝐶𝑖𝑝′

Г𝑞−𝑥𝑖𝑝′
= 𝑎𝐿 ∙

2√𝑏𝐿

√𝜋
∙ exp (−𝑏𝐿𝑥1

2),  
𝐶𝑖𝑝′−𝐶𝑖𝑝

𝑥𝑖𝑝′−𝑥𝑖𝑝
= 𝑎𝐿 ∙

2√𝑏𝐿

√𝜋
∙ exp (−𝑏𝐿𝑥2

2).              (8) 

Тут x1 і x2 - деякі точки, що знаходяться всередині відрізків Г𝑞 − 𝑥𝑖𝑝′ і   𝑥𝑖𝑝′ − 𝑥𝑖𝑝 

, відповідно. Якщо врахувати, що функція розподілу концентрацій у межах однієї 

фази є монотонною гладкою функцією, то можна отримати систему двох 

рівнянь:  
𝐶𝑞

𝑞+1
−𝐶𝑖𝑝′

Г𝑞−𝑥𝑖𝑝′
= 𝑎𝐿 ∙

2√𝑏𝐿

√𝜋
∙ exp (−𝑏𝐿(

Г𝑞+𝑥𝑖𝑝′

2
)2), 

𝐶𝑖𝑝′−𝐶𝑖𝑝

𝑥𝑖𝑝′−𝑥𝑖𝑝
= 𝑎𝐿 ∙

2√𝑏𝐿

√𝜋
∙ exp (−𝑏𝐿(

𝑥𝑖𝑝′+𝑥𝑖𝑝

2
)2). 

Розв’язуючи отриману систему рівнянь щодо aL і bL, одержимо  вирази: 

𝑏𝐿 =

4∙ln (
(𝐶𝑞

𝑞+1
−𝐶𝑖𝑝′)∙(𝑥𝑖𝑝′−𝑥𝑖𝑝)

(𝐶
𝑖𝑝′−𝐶𝑖𝑝)∙(Г𝑞−𝑥𝑖𝑝′)

)

(𝑥𝑖𝑝′+𝑥𝑖𝑝)2−(Г𝑞+𝑥𝑖𝑝′)2
, 𝑎𝐿 = −

𝐶𝑞
𝑞+1

−𝐶𝑖𝑝′

Г𝑞−𝑥𝑖𝑝′
∙

√𝜋

2√𝑏𝐿
∙ exp (𝑏𝐿 (

Г𝑞+𝑥𝑖𝑝′

2
)
2

)      (9) 

Тепер, скористаємося виразом (7), з урахуванням (9), і вважаючи x=Гq , 

розрахуємо першу похідну на границі розділу фаз Гq. 

  Після нескладних перетворень отримаємо: 

 
𝜕𝑦
𝜕𝑥

⌉
Г𝑞−0

=
𝐶𝑞

𝑞+1−𝐶𝑖𝑝′

Г𝑞−𝑥𝑖𝑝′
∙ exp (𝑏𝐿 ((

Г𝑞+𝑥𝑖𝑝′

2
)
2

−Г𝑞
2
))              (10) 

Вираз (10) являє собою значення лінійної апроксимації першої похідної зліва 

від міжфазної границі, помножене на експоненціальний множник, показник 

якого завжди від’ємний. 

Таким чином, завищення значення першої похідної при її лінійній 

апроксимації буде компенсоване множенням на експоненціальний множник, 

значення якого завжди менше одиниці і завищення першої похідної буде 

зменшуватися, наближаючись до істинного. 

Зробивши аналогічні розрахунки для другої фази, знайдемо похідну від 

функції y(x)=mR-aR erf(√𝑏𝑅 ∙x) в точці x=Гq+0, тобто з правої сторони границі Гq. 

Тут індекс R, як і раніше, означає: on right - «з правої сторони границі Гq » 

Остаточно, отримаємо аналогічний вираз: 

  
𝜕𝑦
𝜕𝑥

⌉
Г𝑞+0

=
𝐶𝑞+1

𝑞
−𝐶

𝑖𝑝′+1

Г𝑞−𝑥
𝑖𝑝′+1

∙ exp (𝑏𝑅 ((
Г𝑞+𝑥

𝑖𝑝′+1

2
)

2

−Г𝑞
2
))              (11) 
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Вираз (11) є значенням лінійної апроксимації першої похідної праворуч від 

міжфазної границі, помножене на експоненціальний множник, показник якого 

завжди додатний. 

Оскільки в цьому випадку Гq < xip′+1 ,  то експоненціальний множник буде 

більше за одиницю і занижене значення першої похідної збільшуватиметься, 

наближаючись до істинного.  

Порівняння запропонованого алгоритму з існуючими чисельними методами 

проводилося на класичній модельній задачі реакційної дифузії в твердому тілі, 

що є задачею Стефана в багатофазних системах, з використанням граничних і 

початкових умов, які допускають її аналітичне рішення. 

В такій постановці, згідно аналітичному [1] рішенню задачі (1) - (6) можна 

отримати параметр β, який визначає положення рухомої границі Г = 2β√𝑡. 

Використовуючи такі ж самі дані, як для аналітичного рішення, було 

проведено чисельне моделювання. Зрозуміло, що найяскравішим індикатором 

точності розрахунків є динаміка руху міжфазної границі.  

 
Рис.2. Зміна абсолютної похибки розрахунків від часу. 

Результати чисельних розрахунків Г1 координати міжфазної границі 

показали, що вони дуже мало відрізняються від аналітичного рішення ГА, при 

цьому відносна похибка не перевищує εmax = 0,14% порівняно з аналітикою. На 

будь-якому графіку вони майже не будуть розрізнятися. 

Тому для аналізу зміни похибки при розрахунках на рис.2 наведені графіки 

залежності від часу різниці розрахункового та аналітичного значень координати 

границі розділу фаз (ΔГ1=Г1 - ГА). 

Величина абсолютної похибки незначна. Наприклад, для часу t = 463 кроків 

вона складає ΔГ1=0,006789 (рис.2). Відносна похибка взагалі не перевищує 

0,026%.  

У початковий момент абсолютна похибка ΔГ1 декілька разів змінює знак 
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(рис. 2), на відміну від поведінки похибки ΔГ при використанні у розрахунках 

звичайних двоточкових схем визначення градієнтів [1]. Це свідчить про те, що 

схема проявляє умови абсолютно стійкої схеми і точність розрахунку градієнтів 

запропонованим способом має такий самий порядок точності, що і розрахунки 

поля концентрацій, а саме (h2, τ ). 

Усунення системної помилки, яка накопичується спочатку розрахунку при 

суттєвих значеннях градієнтів, значно підвищує точність рішення задачі 

Стефана. Ми бачимо, що відносна похибка в момент часу, який відповідає 2387 

кроку, складає лише 0,013%. Тобто, мінімізація системної помилки з часом, що 

виникає при рішенні задачі Стефана чисельними методами з явним виділенням 

границі фаз, підвищує точність розрахунку в 𝑛 =
𝜀𝑚𝑎𝑥

𝜀
= 10,6 рази. 

Висновки 

1. Внаслідок того, що реальний розподіл концентрації елемента насичення в 

усіх шарах фаз дифузійного покриття є функцією, подібною erf-функції від 

координат, то при обчисленні градієнтів концентрації на рухомих границях 

розділу фаз, при стандартній різницевій апроксимації, на кожному кроці за часом 

виникає помилка. Ця помилка носить системний характер і є неминучою під час 

рішення задачі Стефана чисельними методами з явним виділенням границі фаз. 

Ця системна помилка обчислення градієнтів призводить до збільшення 

швидкості руху границі. 

2. Розроблений спосіб мінімізації помилки апроксимації градієнта з 

використанням нелінійної апроксимуючої erf-функції дозволяє збільшити 

точність апроксимації градієнта до порядку (h2, τ ). 

3. Мінімізація системної помилки значно підвищує точність рішення задачі 

Стефана. Як показали розрахунки, відносна похибка в 10,6 рази менша ніж при 

розрахунку, який проведено без мінімізації помилки апроксимації градієнта. 
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