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Розглядається загальна задача геометричного моделювання простору 
на площині з використанням методу зйомки зі збіжними осями для різних 
проеціюючих конгруенцій. Одержано рівняння відповідностей точкових рядів, 
утворених проекціями пар точок простору на площині проекцій. Рівняння
містять інформацію про вид проеціюючого апарата, метрику простору та 
проекційної системи. Сформульований принцип єдинності для систем проекцій 
зі збіжними осями, в якому кожному виду проеціювання на площині проекцій 
відповідають ознаки, притаманні тільки цьому виду.
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Постановка проблеми. У теорії відобра-
ження та моделювання простору на площині 
розрізняють три елементи:

• геометричний проеціюючий апарат, до 
якого входять площина проекцій П та про-
еціююча конгруенція Кг-двопараметрична 
множина прямих або кривих ліній;

• просторовий об’єкт;
• проекції об’єкта на площині П, виконані 

даним апаратом.
На площині, за теорією відображення та 

моделювання простору, розв’язують три за-
дачі, в яких за двома елементами визначають 
третій. Незважаючи на явний зв’язок цих за-
дач, у загальному вигляді, як єдина задача, 
вони не розглядалися, оскільки вид проецію-
ючого апарата визначався за проекціями лі-
нійчастого простору.

Прикладом такого розв’язання може бути 
відома теорема єдинності центральних та 
паралельних проекцій Єгера [1], сутність 

якої в тому, що тільки за цих видів проецію-
вання пряма загального положення відобра-
жається в пряму на площині проекцій. Для 
такого розв’язання достатньо однієї проек-
ції. Але одна проекція без додаткових умов 
не відображає ані позиційних, ані метричних 
властивостей простору, що унеможливлює 
розв’язання задачі в загальному вигляді.

Мета даної роботи полягає в розв’язанні 
цієї задачі за декількома проекціями точко-
вого простору. З огляду на загальність зада-
чі, накладено значні обмеження на метод її 
розв’язання, види проеціюючих апаратів і їх 
конгруенцій та їх взаємне положення в про-
сторі. У дослідженнях використаний окре-
мий метод проеціювання, відомий у фото-
грамметрії, як зйомка зі збіжними осями [3].

Результати дослідження та їх обгово-
рення. Проеціюючий апарат рухається по 
прямій s (рис.1), займаючи на ній ряд по-
ложень, з яких виконується проеціювання 
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точок простору на одну площину П, або 
зв’язану з конгруенцією площину за подаль-
шого перепроеціювання в останньому ви-
падку на спільну площину.

Розглядалися апарати, що володіють 
обертальною симетрією навколо осі s руху. 
При цьому носієм проекцій точок був пучок 
прямих з центром в точці P перетину осі s з 
площиною П. Проекції пар точок А, B про-
стору утворюють на прямих y, y' пучки про-
ективні ((1–1) – значні) або багатозначні від-
повідності точкових рядів, де проекції з од-
наковими нижніми індексами відповідають 
одному положенню апарата [2].

Рівняння цих відповідностей містять в 
собі інформацію про метрику точкового про-
стору (координати точок), вид проеціюючо-
го апарата, його конгруенцію та проекційну 
систему. Визначальним при цьому буде зна-
ходження подвійних (або кратних) точок для 
всіх відповідностей, що можливо тільки за 
спільного носія точкових рядів. Для цього, 
використовуючи метод циліндричних коор-
динат, суміщаємо обертанням навколо осі s 
всі площини пучка s проекційної системи в 
одну площину. Тоді проекції точок розташу-
ються на одній прямій y (рис. 1).

Після знаходження кратних точок для 
всіх відповідностей повертаємо систему в 
початкове положення. Ці точки, залежно від 

проеціюючого апарата, можуть співпадати з 
точкою Р системи або утворювати на площи-
ні П коло кратних точок. Таким чином, про-
сторова задача зводиться до плоскої на одній 
із площин пучка s.

Для центральних проекцій сформульова-
но твердження: якщо три проекції точкового 
простору деяким апаратом проеціювання в 
системі зі збіжними осями s (рис.1) утворю-
ють на площині П пучок Р = П ∩ s прямих – 
носія проекцій так, що проекції пар точок A, 
B простору знаходяться в проективних від-
повідностях з подвійною точкою Р для всіх 
відповідностей, то таке неперервне відобра-
ження простору на площину виконано апара-
том центрального проеціювання.

Це твердження для точкового простору 
можна вважати деяким аналогом теореми 
Єгера для лінійчастого простору. Одержа-
но рівняння (1) проективної відповідності, 
утвореного проекціями пар точок А(а;в), 
В(с;d) – рис. 2:
                    yi – Cyi y'i – Dy'i = 0…,               (1)
де yi і y'i – координати проекцій   та   цих то-
чок від початку P, де i = 1, 2, 3;
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Рис. 1. 
Схема
відображення апаратом 
центрального проектування
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Для визначення коефіцієнтів C, D за чис-
ловими значеннями змінних yi і y'i необхід-
но скласти систему двох лінійних рівнянь 
виду (1), для чого необхідні дві пари змін-
них, відповідних двом проекціям точкового 
простору.

Система рівнянь (2) свідчить про немож-
ливість визначення координат a, b, c, d точок 
A, B за відомих значень C, D, оскільки неві-
домих чотири, а рівнянь, зв’язуючих їх, два. 
Тому метрика простору для цього виду про-
еціювання визначається з точністю до проек-
тивного перетворення. Для повної метричної 
визначеності необхідно заздалегідь знати 
які-небудь дві з чотирьох координат. 

В іншому випадку переконаємося, що 
в подібних допоміжних умовах немає по-
треби. Розглянемо двосередовищну зйомку

Рис. 2.
Схема відображення 
метрики простору
та проекційної системи

[3, 4] конгруенцією заломлених променів при 
русі центра si ∩ y перпендикулярно площині 
П розділу середовищ, прийняту за площину 
проекцій (рис. 3).

У загальному випадку через довільну 
точку А можливо провести чотири променя, 
дотичних до каустичної кривої a4, що має 
місце, але фізичним змістом володіє лише 
один з них.

Одержано рівняння (4,4)-значної відпо-
відності (3), яке зв’язує координати пари то-
чок А (а; в) і В (c; d) з координатами xi і x'i їх 
проекцій:

         ( )( )
2 2

2 221i
i i

i i

dxbx n x x
x a x c

   ′
′− = − −   ′− −   

,     (3)

де n – показник заломлення середовища R11, 
що проеціюється відносно середовища R1, в 

Рис. 3.
Схема двосередовищної зйомки 

заломлених променів
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якому знаходяться центри S1 проеціювання.
Оскільки це рівняння має п’ять невідо-

мих a, b, c, d, n, то за відомими змінними xi 
і x'i потрібно скласти і розв’язати систему з 
п’яти нелінійних рівнянь виду (i = 1, 2, 3, 4, 5)
(3). Для вибору необхідного рішення треба 
обмежитися простором R11, а обертанням 
навколо осі y сумістити його в нижню ліву 
чверть координатних осей х, у. Тоді в дані 
для вибору рішення входять тільки від’ємні 
значення координат a, b, c, d, при цьому n>1.

Зазначимо, що в цій системі проекцій 
точка P = O ∩ Y – двократна для всіх відпо-
відностей, утворених проекціями пар точок 
простору на прямих пучка Π⊃P .

Як і теорема Єгера, системи проекцій зі 
збіжними осями володіють принципом єдин-
ності, тобто для кожного виду проеціювання 
на спільній площині проекцій утворюються 
ознаки, притаманні тільки цьому виду. На-
приклад, дві конгруенції, що задані колом і 
фокальною сферою за ортогонального пере-
проекціювання зображень з площин, що з 
ними зв’язані, утворюють на своїх площинах 
кола подвійних точок для усіх відповіднос-
тей. Ці кола є ортогональними проекціями 
фокальних елементів цих конгруенцій, але 
відповідності точкових рядів будуть різними. 
У першому випадку – проективна, у другому 
– (2, 2)-значна.
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Висновки
Розглянута загальна задача геометрич-

ного моделювання простору на площині, яка 
об’єднує в собі три елементи: геометричний 
апарат проеціювання, просторовий об’єкт та 
його проекції, яка може бути використана у 
фотограмметрії при проектуванні сільсько-
господарських агрегатів машинобудування, 
а також для точного висіву синхронного ко-
піювання рельєфу ґрунту і розвитку нарисної 

геометрії, розпізнавання геометричних образів.
Використаний метод зйомки зі збіжними 

осями для різних проекціюючих конгруенцій. 
Одержані рівняння відповідностей точкових 
рядів, утворених проекціями пар точок просто-
ру на площині проекцій, які містять інформа-
цію про метрику простору, вид проеціюючого 
апарата та проекційної системи є дослід-
ницькою частиною наукового напряму роботи.

1. Jeger M. Das axonometrische Prinzip in 
Lichte moderner Begriffsbildungen // Elem. 
math. – Wien, 1958, – 13, № 1. – P. 112–120.

2. Улановский В.П. Принцип Шаля и его 
приложения в геометрии и механике / В.П. 
Улановский // Сб. статей по алгебраической 
геометрии. – Л.: Изд-во военно-транспорт. 
акад. РККА, 1938. – С. 156–168.

3. Слюсаренко В.И. Двусредная съемка 

при движении фотоаппарата перпендикуляр-
но плоскости раздела сред / В.И. Слюсаренко 
// Прикладная геометрия и инженерная гра-
фика. – К.: Будівельник, 1978. – Вип. 27. –
С. 64–71.

4. Быков А.В. Геодезическое обеспечение 
археологических исследований / А.В. Быков, 
А.А. Быков, М.В. Лашов. – Омск: Геоиздат, 
2012. – С. 96–102.


